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L'APPLICATION COTANGENTE DES SURFACES DE TYPE
GÉNÉRAL
XAVIER ROULLEAU
Résumé. We study surfaes of general type S whose otangent sheaf is genera-
ted by its global setions. We dene a map alled the otangent map of S that
enables us to understand the obstrutions to the ampleness of the otangent
sheaf of S. These obstrutions are urves on S that we all non-ample. We
lassify surfaes with an innite number of non-ample urves and we partly
lassify the non-ample urves.
AMS lassiation : 14J29.
Key words : Ample otangent bundle, otangent map.
Introdution.
On étudie dans le présent artile l'amplitude du bré otangent des surfaes de
type général quand e bré otangent est engendré par setions globales.
Les propriétés des variétés à bré otangent ample sont disutées en [8℄. A l'aide
d'une onstrution due à Bogomolov, Conduhé et Palmieri [7℄ ont montré que
les ratios
c2
1
c2
des nombres de Chern de telles surfaes forment un sous-ensemble
dense dans l'intervalle [1, 2]. Une leture attentive de leur papier et l'utilisation du
théorème des setions hyperplanes de Lefshetz permettent de raner leur résultat
omme suit :
Pour tout entier q ≥ 12, la fermeture des ratio de Chern des surfaes d'irrégularité
q, à bré otangent ample et engendré par ses setions globales, ontient un in-
tervalle non-vide Iq ⊂ [1, 2]. La réunion des intervalles roissants Iq est l'intervalle
]1, 2[.
Plutt que de onstruire des surfaes dont le bré otangent est ample, on pro-
pose d'étudier les obstrution à son amplitude. Ces obstrutions bien omprise, on
peut alors espérer aratériser les surfaes à bré otangent ample.
Rappelons d'abord la dénition d'amplitude d'un bré vetoriel E sur une variété
X, telle qu'introduite par Hartshorne :
Notons P(E∗) le projetivisé du dual de E , π : P(E∗)→ X la projetion et OP(E∗)(1)
le bré inversible tautologique tel que :
π∗OP(E∗)(1) = E .
Dénition 0.1. Le bré E est dit ample si OP(E∗)(1) est ample.
Quand le bré vetoriel E est engendré par l'espae de ses setions globales, on
dispose du ritère d'amplitude suivant, dû à Gieseker [9℄ :
Proposition 0.2. (Gieseker) Le bré E est ample si et seulement si pour toute
ourbe C →֒ X, le bré E ⊗OC n'a pas de quotient isomorphe à OC .
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Pour aborder la question de l'amplitude du bré otangent, nous sommes amenés
à poser l'hypothèse suivante sur la surfae onsidérée :
Hypothèse 0.3. Nous travaillerons dans e qui suit ave une surfae S dénie
sur C, lisse, de type général, dont le bré otangent ΩS est engendré par l'espae
de ses setions globales Ho(ΩS) et d'irrégularité q = dimH
o(ΩS) vériant q > 3.
L'artile [7℄ de Conduhé et Palmieri montre que de telles surfaes existent
abondamment. Notons TS = Ω
∗
S le bré tangent, π : P(TS) → S la projetion et
OP(TS)(1) le bré tautologique. On dispose d'une identiation naturelle :
Ho(P(TS),OP(TS )(1)) ≃ H
o(ΩS).
Dénition 0.4. Par hypothèse, le morphisme naturel Ho(ΩS) ⊗ OS → ΩS est
surjetif, le morphisme Ho(ΩS)⊗OP(TS) → OP(TS)(1) est don également surjetif
et dénit un morphisme :
ψ : P(TS)→ P(H
o(ΩS)
∗) = Pq−1
appelé l'appliation otangente de la surfae.
Ce morphisme et la question de l'amplidude du bré otangent sont les prini-
paux objets d'étude du présent artile. En vue de la proposition 0.2, on pose la
dénition suivante
Dénition 0.5. Une ourbe C →֒ S est dite non-ample si et seulement si le bré
ΩS ⊗OC possède un quotient isomorphe à OC .
Les ourbes non-amples onstituent don l'obstrution à l'amplitude du bré
otangent ; nous en étudions les propriétés. L'appliation otangente permet de
traduire les propriétés algébriques du bré otangent par les propriétés géomé-
triques de l'image de ψ. Ainsi une ourbe C →֒ S est non-ample si et seulement
si il existe une setion t : C →֒ P(TS) ontratée en un point p par ψ. En e as,
l'image de π∗C par ψ est un ne de sommet p.
Il est don légitime de poser la dénition suivante :
Dénition 0.6. Un point p de Pq−1 est dit exeptionnel si la bre de ψ en p est
de dimension > 0.
Nous noterons ∆ le lieu des points exeptionnels. Un problème naturel est d'étu-
dier ∆ et de aratériser les surfaes pour lesquelles e fermé est de dimension
stritement positive.
Résumons les résultats obtenus en vue de es problèmes :
Proposition 0.7. L'image de l'appliation otangente est de dimension 3.
Soit p un point de Pq−1. La bre ψ−1(p) est de dimension au plus 1.
Le lieu des points exeptionnels est de dimension au plus 1.
Nous établissons ensuite une borne sur le degré de l'appliation otangente et
sur le degré de son image en fontion des nombres de Chern c21, c2 de la surfae.
Soit C →֒ S une ourbe, on appellera suite otangente de C la suite exate :
0→ OC(−C)→ ΩS ⊗OC → ΩC → 0.
Le théorème suivant lassie partiellement les ourbes non-amples de la surfae :
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Théorème 0.8. Soit C une ourbe de la surfae S, alors :
a) La ourbe C est non-ample et vérie C2 < 0 si et seulement si C est lisse de
genre 1.
b) La ourbe C est non-ample et vérie C2 = 0 si et seulement si C est lisse de
genre > 1 et la suite otangente est sindée.
Ce théorème s'obtient à partir d'un ritère de lissité de Lipman [15℄. La propriété
a) nous semble un résultat partiulièrement intéressant : étant donné une ourbe
C vériant C2 < 0 sur une surfae lisse X, il est faile de onstruire une bré
vetoriel E sur X engendré par ses setions globales et tel que C →֒ S soit la seule
ourbe pour laquelle E ⊗OC admette un quotient trivial. Cei illustre de nouveau
les proprietés partiulières que possède le bré otangent d'une surfae.
Rappelons qu'une surfae brée f : S → B est dite isotriviale si ses bres lisses
sont isomorphes entre-elles. Donnons des exemples de ourbes non-amples sur des
surfaes :
Proposition 0.9. a) Les bres lisses d'une bration de S sont non-amples si et
seulement si la bration est isotriviale.
b) Soit S = C(2) le produit symétrique d'une ourbe C de genre > 3 et non-
hyperelliptique. Cette surfae vérie les hypothèses 0.3 et ontient une innité de
ourbes non-amples C vériant C2 = 1. Son image est la variété des séantes d'une
ourbe.
La partie a) résulte d'un ritère dû à Martin-Deshamps [16℄.
On dispose ainsi d'exemples de surfaes ayant une innité de ourbes non-amples.
Nous lassions es surfaes dans le théorème suivant :
Théorème 0.10. Soit S une surfae possédant une innité de ourbes non-amples
et telle que le lieu exeptionnel ∆ ne soit pas une droite de Pq−1. L'image de
l'appliation otangente vérie alors l'une des deux propriétés suivantes :
a) La surfae S est une surfae brée isotriviale dont les bres sont les ourbes non-
amples. Le lieu des points exeptionnels ∆ est formé de deux ourbes et l'image
de l'appliation otangente est la variété développée par les séantes de es deux
ourbes.
b) L'image de l'appliation otangente est la variété des séantes d'une ourbe. Une
ourbe non-ample C →֒ S vérie en e as : C2 > 0. Il existe un morphisme ni
de S dans le produit symetrique B(2) d'une ourbe B.
Je remerie vivement Igor Reider qui m'a proposé e thème de travail. Je tiens a
remerier également le Max-Plank Institute de Bonn où une partie de et artile
a été rédigé.
1. Etude de l'appliation otangente.
1.1. Les dénitions de l'appliation otangente. Rappelons quelques proprie-
tés partagées par une surfae S, A sa variété d'Albanese, ϑ : S → A un morphisme
d'Albanese et ΩS son bré otangent :
Lemme 1.1. ([11℄ p. 331). La diérentielle dϑ : TS → ϑ
∗TA = H
o(ΩS)
∗ ⊗OS du
morphisme ϑ est le dual du morphisme d'évaluation Ho(ΩS)⊗OS → ΩS.
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Notons pr : S × H
o(ΩS)
∗ → Ho(ΩS)
∗
la projetion sur le seond fateur. Par
dénition, le morphisme ϑ est une immersion loale si le morphisme :
pr ◦ dϑs : TS,s → H
o(ΩS)
∗
est injetif en tout point s de S. Le lemme 1.1 permet ainsi une interprétation
géométrique de la ondition 0.3 :
Corollaire 1.2. Le morphisme d'Albanese d'une surfae est une immersion loale
si et seulement si le bré otangent de la surfae est engendré par ses setions
globales.
Notation 1.3. Maintenant et pour le reste de et artile, S est une surfae véri-
ant les hypothèses 0.3 et on onservera les notations de l'introdution.
Le orollaire suivant est une onséquene immédiate du lemme 1.1 et permet
une interprétation plus géométrique de l'appliation otangente :
Corollaire 1.4. L'appliation otangente de S est le projetivisé du morphisme :
pr ◦ dϑ : TS → H
o(ΩS)
∗.
L'appliation otangente est don le morphisme qui à un point de la surfae et
à une diretion tangente assoie la diretion tangente dans la variété d'Albanese.
Regardons maintenant les propriétés de la restrition de l'appliation otangente
en la bre π−1(s) d'un point s. La bre en s de la projetion π est la ourbe
P(TS,s) ≃ P
1
et la restrition de OP(TS)(1) à ette ourbe est le bré de degré 1,
don :
Lemme 1.5. La restrition de l'appliation otangente à la bre π−1(s) (s point
de S) est un plongement et son image est une droite de Pq−1.
Notation 1.6. Pour un point s de S, on notera Ls →֒ P
q−1
la droite image de la
bre π−1(s) par ψ.
L'image de l'appliation otangente est don la réunion des droites Ls (s point
de S). Notons G(2, q) la grassmannienne des sous-espaes vetoriels de dimension
2 de Ho(ΩS)
∗
. Cette grassmannienne paramètre également les droites de l'espae
projetif P
q−1
.
Dénition 1.7. Le morphisme de Gauss :
G : S → G(2, q)
de la surfae S est déni par la surjetion Ho(ΩS)⊗OS → ΩS.
Par onstrution, le point G(s) représente la droite projetive Ls, ou enore :
Corollaire 1.8. Le morphisme de Gauss est le morphisme qui à un point s de la
surfae assoie le point de G(2,Ho(ΩS)
∗) représentant le plan :
pr ◦ dϑs(TS,s) ⊂ H
o(ΩS)
∗.
Le orollaire 2 de [19℄ montre que :
Lemme 1.9. (Ran) Le morphisme de Gauss est ni sur son image.
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Soit U le bré universel de G(2, q) et P(U) le projetivisé de U . La situation
étudiée est don la suivante :
P(TS)
eψ
→ P(U)
pi1→ Pq−1
π ↓ ↓ π2
S
G
→ G(2, q)
où π1, π2 sont les projetions naturelles et le morphisme ψ˜ vérie π1 ◦ ψ˜ = ψ.
1.2. Dimension des bres et de l'image de l'appliation otangente. Cette
setion porte sur les bres de l'appliation otangente et la dimension de son image.
Nous établissons que es bres sont de dimension au plus 1 et qu'il y a au plus une
famille de dimension 1 de bres ψ−1(p) de dimension 1. Nous montrons ensuite
que l'image de l'appliation otangente est de dimension 3.
Lemme 1.10. Soit p un point de Pq−1. Le morphisme π est injetif sur les points
de la bre ψ−1(p).
Démonstration. Soit s un point de S. Si l'intersetion de π−1(s) et de ψ−1(p) est
non vide, ette intersetion est néessairement un point ar ψ est un plongement
sur la bre π−1(s) (f. lemme 1.5). 
Notons F l'image de l'appliation otangente. Si p est un point de Pq−1, nous
noterons Dp l'image de la bre ψ
−1(p) par π : le fermé sous-jaent est formé des
points s de la surfae tels que la droite Ls passe par p.
Proposition 1.11. Pour tout point p de Pq−1, la bre ψ−1(p) et le shéma Dp
sont de dimension au plus 1.
Démonstration. L'appliation otangente ψ n'est pas onstante don pour tout
point p de Pq−1, la dimension de ψ−1(p) est inférieure ou égale à 2.
Supposons que la bre de ψ en un point p soit de dimension 2. Soit S′ le shéma
réduit assoié à la bre ψ−1(p). Par le lemme 1.10, la restrition π|S′ du morphisme
π à S′ est injetive sur les points de S′. Puisque π est propre, le morphisme :
π|S′ : S
′ → S
est surjetif. Le morphisme π|S′ est bijetif, séparable dans la variété normale
S : 'est un isomorphisme (f. [17℄ remarque 6.21). Il existe don un morphisme
t : S → P(TS) tel que π ◦ t : S → S soit l'identité. A e morphisme t orrespond
un quotient :
ΩS → L
où L est le bré inversible qui vérie t∗OP(TS)(1) = L ( [12℄ hapitre II proposition
7.12). Le bré OPq−1(1) est trivial au point p et, puisque ψ ◦ t ontrate S au point
p, le bré :
t∗ψ∗OPq−1(1) = L
est trivial. Ainsi ΩS possède un quotient d'image un bré inversible trivial. Puisque
ΩS est engendré par H
0(ΩS), e quotient a une setion et ΩS = OS ⊕OS(K) (K
diviseur anonique). Cela est impossible ar nous avons supposé S de type général.
La bre de ψ en un point est don de dimension au plus 1.
Pour tout point p de Pq−1, l'image de la bre ψ−1(p) par π est don également de
dimension inférieure ou égale à 1. 
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Soit p un point de Pq−1 tel queDp = π(ψ
−1(p)) soit de dimension 1. Considérons
D une omposante irrédutible de dimension 1 de Dp munie de sa struture réduite,
alors :
Proposition 1.12. L'image par l'appliation otangente de la surfae réglée π−1(D)
est un ne de sommet p.
Démonstration. L'appliation ψ est injetive sur les bres de π, le fermé irrédu-
tible ψ(π−1(D)) est don au moins de dimension 1.
Si ψ(π−1(D)) est de dimension 1, alors 'est une droite projetive L →֒ Pq−1 et
pour tout point s de D, on a : Ls = L. Mais ela est impossible ar le morphisme
de Gauss G est ni (lemme 1.9).
Don ψ(π−1(D)) est une surfae et puisque toutes les droites Ls (s point de D)
passent par le point p, 'est un ne de sommet p. 
Dénition 1.13. Un point p de Pq−1 est dit exeptionnel si la bre ψ−1(p) est de
dimension 1.
Soit ∆ l'ensemble des points exeptionnels. Par la proposition 1.12, haque point
de ∆ est le sommet d'un ne. Etudions la géométrie de ∆ :
Proposition 1.14. L'image de l'appliation otangente est de dimension 3 ; ∆ est
un fermé de P
q−1
vide ou de dimension inférieure ou égale à 1.
Démonstration. Notons F l'image de l'appliation otangente et ψ|F la restrition
de ψ à son image.
Si les bres générique de ψ|F sont de dimension 1 alors F est de dimension 2.
En e as, pour tout point p de F , le shéma Dp est de dimension 1 et le fermé
ψ(π−1(Dp,red)) est de dimension 2 ontenu dans la surfae irrédutible F . Cela im-
plique que ψ(π−1(Dp,red)) est égal à F . Ainsi deux points quelonques de F sont
sommets de nes et sont reliés par une droite L ontenue dans F pour laquelle il
existe s tel que L = Ls.
On en déduit que F est un plan projetif. Or la variété F est non-dégénérée dans
P
q−1
, ainsi : q = 3. Mais on a fait l'hypothèse que la surfae S est d'irrégularité
q > 3.
Ainsi, pour un point p générique de l'image de ψ, le shéma Dp est de dimension
nulle et ψ est génériquement nie sur son image.
Le morphisme ψ étant propre et génériquement ni, l'ensemble des points exep-
tionnels ∆ est un sous-shéma fermé de Pq−1 (f. [12℄ p.94). 
1.3. Degré de l'appliation ψ, degré de ψ∗π
∗C.
1.3.1. Degré de l'appliation otangente et de son image.
Après avoir étudié les bres de l'appliation otangente, nous étudions son degré.
Soit F →֒ Pq−1 l'image de l'appliation otangente, notons degF son degré et
degψ le degré de l'appliation ψ sur son image.
Proposition 1.15. Soit c1 et c2 les lasses de Chern de la surfae, alors :
degF degψ = c21[S]− c2[S].
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Démonstration. Soit H une setion hyperplane de F , notons : h = ψ∗H. Par
dénition des lasses de Chern de ΩS, le yle h vérie :
h2 − h.π∗c1(ΩS) + π
∗c2(ΩS) = 0.
Puisque c1 = −c1(ΩS) et c2 = c2(ΩS), on a don : h
3 = −h2.π∗c1 − h.π
∗c2 et par
substitution, on obtient :
h3 = h.π∗c21 + π
∗c2.π
∗c1 − h.π
∗c2 = h.π
∗(c21 − c2).
Le degré du terme de droite est égal à elui de c21 − c2. De plus : degh
3 =
degH3 degψ et degH3 = degF , don degF degψ = c21[S] − c2[S] où c
2
1[S] et
c2[S] sont les nombres de Chern de la surfae. 
Rappelons le diagramme suivant, noté (*) :
P(TS)
eψ
→ P(U)
pi1→ Pq−1
π ↓ ↓ π2
S
G
→ G(2, q)
Le morphisme ψ vérie : π1 ◦ ψ˜ = ψ. Notons π
′
1 la restrition de π1 à l'image de ψ˜
sur l'image de ψ˜ ◦ π1 ainsi :
Proposition 1.16. Le degré de ψ est le produit du degré du morphisme de Gauss
G par le degré de π′1.
Remarque 1.17. L'image de l'appliation otangente étant non-dégénérée, son
degré est supérieur ou égal à q − 3, don le degré de la restrition de l'appliation
otangente ψ| : P(TS)→ F est majoré par
c2
1
[S]−c2[S]
q−3 .
1.3.2. Degré du morphisme de Gauss.
Comme nous allons le voir, on peut réer des surfaes X dont le degré du mor-
phisme de Gauss GX est arbitraire. Nous saisissons l'oasion pour onstruire éga-
lement des surfaes dont le bré otangent n'est pas ample :
La donnée d'un revêtement est un triplet Λ = (D,L,m) où D est un diviseur lisse
sur S, L un bré inversible et m > 1 un entier tel que Lm = OS(D). Si D = 0,
on demande de plus que m soit le plus petit entier k > 0 tel que Lk = OS . A une
telle donnée est assoié un revêtement ylique τΛ : X → S ramié en D
′ = τ−1Λ D
où X = X(Λ) est une surfae lisse. On a :
Proposition 1.18. A) Si la surfae S ne possède pas de brations, alors il existe
une innité de données de revêtements Λ = (0,L,m) tels que :
i) la surfae X = X(Λ) vérie l'hypothèse 0.3,
ii) le morphisme τ∗Λ : H
0(ΩS)→ H
0(ΩX) est un isomorphisme qui permet d'iden-
tier es deux espaes.
iii) sous ette identiation, on a : GX = GS ◦ τΛ. En partiulier le degré de GX
est divisible par m et l'appliation otangente de X a même image que elle de S.
Ainsi ΩX est ample si et seulement si ΩS est ample.
B) Si D est ample, alors le bré otangent de X n'est pas engendré par ses setions
globales au-dessus de D′ et n'est pas ample.
8 XAVIER ROULLEAU
Démonstration. Rappelons ([2℄, hap. I, Lemma 17.2) que :
τ∗OX = ⊕
i=m−1
i=0 L
−i
don H1(X,OX ) ≃ ⊕
i=m−1
i=0 H
1(X,L−i).
Supposons D = 0. Beauville [4℄ a montré que du fait que S ne possède pas de
brations, il n'existe qu'un nombre ni de brés inversibles L ∈ Pic0(S) tels que
H1(S,L) = 0. Ainsi il existe une innité de données de revêtements Λ = (0,L,m)
tels que H1(S,L−i) = 0 pour i = 1, ..,m − 1.
Si D est ample, les groupes H1(S,L−i) sont également nuls par le théorème d'an-
nulation de Mumford.
Dans les deux as, le morphisme injetif τ∗ : H0(ΩS) → H
0(ΩX) est un isomor-
phisme. Considérons le diagramme suivant :
0 → N → TX
dτ
→ τ∗TS
↓ ↓
H0(ΩX)
∗ → τ∗H0(ΩS)
∗
où les èhes vertiales sont les morphismes pr ◦dϑ dénis au paragraphe 1.1 et où
N est le noyau de la diérentielle de τ . Le support de N est le lieu de ramiation
D′ et la suite :
0→ N → TX → H
0(ΩX)
∗
est exate.
Si D = 0, le orollaire 1.8 implique que l'image d'un point x de X par le morphisme
GX est la même que l'image du point τ(x) par GS . Ce morphisme GX se fatorise
don par τ : X → S qui est de degré m. Les appliations otangentes de X et S
ont don la même image.
Si D est ample, alors ΩX n'est pas engendré sur D
′
. Le théorème 1 de Spurr [23℄
montre que ΩX n'est pas ample. 
Remarque 1.19. On ne onnait pas d'exemples de surfaes ne possédant qu'un
nombre ni de ourbes non-amples (voir dénition supra) D telles que D2 > 0. La
démonstration du théorème 1 de [23℄ montre que si ΩS est ample, la ourbe D
′
est
l'unique obstrution à l'amplitude de ΩX .
La démonstration de la proposition 1.18 montre que les seuls morphismesX → S
entre deux surfaes X,S vériant l'hypothèse 0.3 et de même irrégularité sont
étales. Les appliation de Gauss des deux surfaes ont alors la même image et que
les appliations otangentes des deux surfaes également.
La question se pose de savoir si l'image du morphisme de Gauss est toujours
birationelle à une surfae de même irrégularité. L'exemple suivant montre que ela
n'est pas le as :
Soit S une surfae vériant les hypothèses 0.3. Supposons que S possède une
involution ι : S → S telle que le morphisme quotient η : S → X := S/ι soit étale
et telle que la surfae quotient X soit régulière.
Proposition 1.20. Le morphisme de Gauss de S se fatorise par la surfae régu-
lière X et est de degré au moins 2.
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Démonstration. Le revêtement étale η vérie η∗OS = OX ⊕ L où L est un bré
inversible tel que L⊗2 = OX . La odierentielle :
η∗ΩX → ΩS
est un isomorphisme et η∗η
∗ΩX = ΩX ⊗ (OX ⊕ L) don :
H0(S,ΩS) = H
0(S, η∗ΩX) ≃ H
0(X,ΩX ⊗ (OX ⊕L)) = H
0(X,ΩX ⊗ L).
Notons δX le sous-systeme linéaire du système anonique de X déni par l'image
du morphisme :
∧2H0(X,ΩX ⊗ L)→ H
0(X,ωX).
Le sous-systeme linéaire δS du système anonique de S déni par l'image du mor-
phisme :
∧2H0(S,ΩS) = ∧
2H0(X,ΩX ⊗ L)→ H
0(S, ωS)
vérie : δS = η
∗δX . Puisque ΩS est engendré par setions globales, le système δS
est sans points base et dénit un morphisme S → δS . Ce morphisme se fatorise
par η suivi du morphisme naturel X → δX ≃ η
∗δS . Le morphisme de Gauss
G : S → G(2,H0(ΩS)
∗)
se fatorise don par la surfae régulière X et est de degré au moins 2. 
Soit A une variété abélienne de dimension q > 3. Soit ι : A→ A une involution
telle que ι∗ω = −ω pour toute 1-forme holomorphe ω de A. Une surfae S →֒ A lisse
d'irrégularité q vérie l'hypothèse 0.3. Supposons de plus que S soit non dégénérée
dans A, stable par ι et ne ontienne pas de points xes de ι. Le quotient de S par
ι est alors une surfae régulière. On a ainsi aratérisé les surfaes possédant une
telle involution et dont le morphisme d'Albanese est un plongement.
Exemple 1.21. On obtient une telle surfae par intersetion omplète de q−2 di-
viseurs H1, ..,Hq−2 irrédutibles, amples, tels que ι
∗Hi = Hi et ne ontenant pas de
points xes de l'involution ι. Le théorème de Lefshetz ([14℄ Remark 3.1.32) relatif
à l'intersetion de diviseurs amples implique alors que la surfae est irrédutible et
d'irrégularité q.
La famille de es surfaes n'est pas limitée.
On ignore si une surfae intersetion omplète de diviseurs amples génériques de
A possède un morphisme de Gauss de degré 1. Si tel est le as, ela donnerait un
exemple d'une famille de surfaes pour lequel le degré du morphisme de Gauss
varie.
1.3.3. Degré du yle ψ∗π
∗C.
La proposition suivante met en rapport les propriétés numériques d'une ourbe
C →֒ S ave les propriétés numériques du yle ψ∗π
∗C :
Proposition 1.22. Soit C une ourbe ontenue dans S ; le degré de ψ∗π
∗C est
égal à KC où K est un diviseur anonique.
Démonstration. SoitH une setion hyperplane et h = ψ∗H. Par dénition, le degré
de ψ∗π
∗C est le degré de l'intersetion de H2 et de ψ∗π
∗C. Le morphisme ψ étant
propre, on peut utiliser la formule de projetion :
ψ∗(h
2.π∗C) = H2.ψ∗π
∗C.
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Les degrés de h2.π∗C et de ψ∗(h
2.π∗C) étant égaux, il reste à montrer que le degré
de h2.π∗C est égal àKC. Les lasses de Chern c1(ΩS), c2(ΩS) du bré ΩS vérient :
h2 = h.π∗c1(ΩS)− π
∗c2(ΩS) dans l'anneau de Chow de P(TS). D'où :
h2.π∗C = h.π∗c1(ΩS).π
∗C − π∗c2(ΩS).π
∗C = h.π∗c1(ΩS).π
∗C,
or le degré de c1(ΩS).C est KC. 
2. Etude des ourbes non-amples.
2.1. Critère de ontration, déomposition du bré otangent. Soit S une
surfae vériant les hypothèses 0.3 et soit C une ourbe de S i.e. un shéma de
dimension 1 réduit et irrédutible. Notons K un diviseur anonique de S.
Lemme 2.1. Une ourbe C →֒ S possède une setion t : C → P(TS) ontratée
en un point par l'appliation otangente si et seulement si il existe un morphisme
surjetif : ΩS ⊗OC
q
→ OC → 0.
En e as le noyau du morphisme q est isomorphe à OC(K) et la suite exate :
0→ OC(K)→ ΩS ⊗OC
q
→ OC → 0
est sindée.
Démonstration. Soit t : C → P(TS) une setion et soit ΩS ⊗ OC → L → 0 le
quotient orrepondant à la setion t, où le bré inversible L vérie : t∗(OP(TS)(1)) =
L et (ψ ◦ t)∗(OPq−1(1)) = L.
Le morphisme ψ ◦ t est onstant si et seulement si L est trivial. Supposons qu'un
tel quotient trivial q existe. Puisque le bré ΩS ⊗OC est engendré par ses setions
globales, existe une setion t ∈ Ho(C,ΩS ⊗OC) telle que q(t) soit une setion non
nulle de OC : ela fournit une setion du quotient q. 
Dénition 2.2. Une ourbe C →֒ S est dite non-ample si la restrition du bré
otangent à C possède un quotient isomorphe à OC .
2.2. Classiation et lissité des ourbes non-amples. Soit C une ourbe
réduite irrédutible ontenue dans la surfae S et ΩC le faiseau des diérentielles.
La suite naturelle suivante :
0→ OC(−C)→ ΩS ⊗OC → ΩC → 0
est exate (f. [12℄ proposition 8.12) ; on l'appellera la suite otangente de la
ourbe C.
Le théorème suivant lassie partiellement les ourbes non-amples C suivant la
valeur de l'intersetion C2 :
Théorème 2.3. Soit C →֒ S une ourbe réduite et irrédutible.
1) La ourbe C est une ourbe non-ample et vérie C2 < 0 si et seulement si C
est lisse et de genre 1. En e as la suite otangente est sindée.
2) La ourbe C est une ourbe non-ample et vérie C2 = 0 si et seulement si C
est lisse, de genre > 1 et la suite otangente est sindée. En e as le bré normal
OC(C) est trivial.
La ourbe C est lisse si et seulement si le faiseau ΩC est loalement libre de
rang 1 ([12℄ théorème 8.17, Chap. II). Pour démontrer le théorème 2.3, nous aurons
besoin d'un résultat de Lipman qui est la version duale de e ritère de lissité.
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Théorème 2.4. (Lipman [15℄ theorem 1) Une ourbe C dénie sur un orps de
aratéristique nulle est lisse si et seulement si TC := HomOC (ΩC ,OC) est un bré
inversible.
Nous utiliserons également le lemme suivant ([2℄, lemme 12.2 , Chap. II) :
Lemme 2.5. Notons L un bré inversible de degré négatif ou nul sur une ourbe
C. Le bré L est isomorphe au bré trivial si et seulement si l'espae Ho(C,L) est
non nul.
Montrons le théorème 2.3 :
Soit C une ourbe ontenue dans la surfae. La suite duale de la suite exate :
OC(−C)→ ΩS ⊗OC → ΩC → 0
est la suite exate :
0→ TC
i
→ TS|C
q′
→ OC(C).
Si C est une ourbe non-ample, alors la suite exate :
0→ OC(K)→ ΩS ⊗OC → OC → 0
est sindée (proposition 2.1) ; la suite duale est :
0→ OC
i′
→ TS|C
q
→ OC(−K)→ 0.
Considérons le diagramme suivant à lignes et olonnes exates :
0
↓
OC t
′
↓ i′ ց
0→ TC
i
→ TS|C
q′
→ OC(C)
ց ↓ q
t OC(−K)
↓
0
où t et t′ rendent le diagramme ommutatif.
Notation 2.6. Lorsque dans la suite de e paragraphe C dénote une ourbe non-
ample de S, les notations i, i′, t... renvoient à e diagramme.
Le lemme suivant montre la première armation du théorème 2.3 :
Lemme 2.7. Soit C une ourbe ontenue dans S. Les quatres assertions suivantes
sont équivalentes :
a) la ourbe C est non-ample et le morphisme t est nul.
b) la ourbe C est non-ample et le morphisme t′ est nul.
) la ourbe C est une ourbe lisse de genre 1.
d) la ourbe C est non-ample et C2 < 0.
Si une des assertions est vériée, alors la suite otangente de C est sindée.
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Démonstration. Soit C →֒ S une ourbe. Supposons que le point a) soit vérié i.e.
C est non-ample et le morphisme :
t = q ◦ i : TC → OC(−K)
est nul. Montrons que b) est vérié. Puisque t = q ◦ i est nul, par propriété du
noyau de q, il existe un morphisme j : TC → OC tel que le diagramme suivant :
OC
j ր ↓ i′
TC
i
→ TS|C
ommute et tel que j soit injetif (ar i est injetif). Puisque le morphisme t′ se
fatorise par q′, t′ est nul sur le sous-OC-module j(TC ) de OC . Le morphisme t
′
se fatorise don par le quotient de OC par j(TC). Ce quotient est de torsion et
puisque OC(C) est un bré inversible, le morphisme :
t′ : OC → OC(C)
est nul. Nous avons don montré que a) implique b).
Réiproquement montrons que b) implique a). La situation est symétrique de la
préédente impliation :
Soit C une ourbe non-ample telle que le morphisme t′ = q′ ◦ i′ soit nul. Par
propriété du noyau de q′, l'injetion i′ : OC → TS|C se fatorise par un morphisme
j′ : OC → TC tel que le diagramme suivant :
OC
j′ ւ ↓ i′
TC
i
→ TS|C
ommute. Le morphisme j′ est de plus injetif ar i′ est injetif. Puisque le mor-
phisme t se fatorise par q, t est nul sur le sous-OC-module j
′(OC) de TC . Le
morphisme t se fatorise don par le quotient de TC par j
′(OC). Ce quotient est
de torsion et puisque OC(−K) est un bré inversible, le morphisme :
t : TC → OC(−K)
est nul. Nous avons don montré que b) implique a).
Il y a don équivalene entre les points a) et b) et de plus, si C est une ourbe non-
ample vériant a) et b), nous avons onstruit deux morphismes injetifs j : TC →
OC et j
′ : OC → TC . Le omposé j ◦ j
′ : OC → OC est un morphisme injetif,
'est don un isomorphisme et on en déduit que j : TC → OC est un morphisme
surjetif. Le faiseau TC est don isomorphe à OC . Le théorème de Lipman 2.4
permet alors de onlure que la ourbe C est lisse.
En e as ΩC est un bré inversible, don :
homOC (TC ,OC) = ΩC ,
et puisque TC est trivial, le bré ΩC est trivial. Ainsi C est lisse de genre 1 et nous
avons montré que si le point a) ou b) est vérié, alors ) est vérié.
Soit C →֒ S une ourbe vériant ) i.e. C est lisse de genre 1. Le quotient naturel
ΩS|C → ΩC est un quotient trivial et surjetif don C est une ourbe non-ample. De
plus, par adjontion : C2 +KC = 0 et puisque les hypothèses sur S entrainement
que le diviseur anonique K est ample, on en déduit que néessairement C2 est
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stritement négatif. Cei montre que ) entraîne d). (Remarquons de plus que la
proposition 2.1 montre que la suite otangente est sindée).
Soit C une ourbe vériant l'hypothèse d) i.e. C est non-ample et C2 < 0. En e
as, le morphisme t′ : OC → OC(C) est une setion du bré OC(C). Mais e bré
est de degré C2 stritement négatif et le lemme 2.5 montre que t′ = 0. Nous avons
montré que d) entraîne b).
Les quatres assertions a), b), ), d) sont don équivalentes. 
Montrons maintenant la seonde armation du théorème 2.3.
- Soit C →֒ S une ourbe non-ample vériant C2 = 0, montrons que C est lisse
de genre > 1 et que la suite otangente est sindée. Le morphisme :
t′ = q′ ◦ i′ : OC → OC(C)
est néessairement non nul ar nous avons montré au lemme 2.7 que t′ = 0 entraîne
C2 < 0. Ce morphisme t′ peut être onsidéré omme une setion non nulle de
l'espae Ho(C,OC(C)). Puisque le bré OC(C) est de degré C
2 = 0, le lemme 2.5
montre que OC(C) est trivial. Le morphisme :
t′ = q′ ◦ i′ : OC → OC(C) ≃ OC
est alors un isomorphisme ; le morphisme :
q′ : TS|C → OC(C) = OC
est don surjetif et son noyau TC est un bré inversible. Nous pouvons don
appliquer le théorème de Lipman 2.4 et onlure que si C est une ourbe non-
ample telle que C2 = 0, alors la ourbe C est lisse. De plus, la suite suivante :
0→ TC → TS|C → OC(C) = OC → 0
est exate et sindée par un multiple du morphisme i′ : OC → TS|C (ar t
′ = q′ ◦ i′
est un isomorphisme). La suite otangente qui est don sindée.
- Réiproquement, soit C une ourbe lisse ontenue dans la surfae telle que
C2 = 0 et telle que la suite otangente soit sindée ; montrons que C est non-
ample. Puisque la suite otangente est sindée, le bré ΩS ⊗OC est isomorphe à
OC(−C) ⊕ ΩC . Mais ΩS ⊗ OC est engendré par restrition des setions globales
de ΩS, don l'espae H
o(C,OC(−C)) est non nul. Par le lemme 2.5, OC(−C) est
trivial. Ainsi le bré ΩS ⊗ OC ≃ OC ⊕ ΩC admet un quotient trivial et C est
non-ample.
Soit C lisse non-ample vériant C2 > 0. La suite otangente :
0→ OC(−C)→ ΩS ⊗OC → ΩC → 0
ne peut être sindée ar ΩS ⊗ OC est engendré par ses setions globales mais le
bré OC(−C) est de degré −C
2 < 0.
Cei ahève la démonstration du théorème 2.3. ✷
2.3. Exemple des brations et géométrie de l'image par ψ de π∗C.
Soit S une surfae vériant les hypothèses 0.3 et telle qu'il existe un morphisme
f : S → B surjetif à bres onnexes dans une ourbe lisse B. En [16℄ p. 50,
Martin-Deshamps montre qu'une bre lisse f∗b (b point de B) est non-ample si et
seulement si b est un zéro du morphisme de Kodaira-Spener δ assoié à la bration
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(pour la dénition de δ voir [21℄, exposé III) . La bration est dite isotriviale si le
morphisme de Kodaira-Spener est nul. Ainsi :
Corollaire 2.8. Si la bration est isotriviale, alors la surfae possède une innité
de ourbes non-amples.
On dispose ainsi d'exemples de surfaes ayant un nombre inni de ourbes non-
amples telles que C2 = 0.
Soit C une ourbe ontenue S. Notons T la surfae image de π∗C par ψ, notons
K le noyau du morphisme de restrition :
Ho(ΩS)→ H
o(C,ΩS ⊗OC)
et k la dimension de K. Notons de plus V l'espae quotient de H0(ΩS) par K et
V ∗ son dual. L'espae projetif P(V ∗) est naturellement plongé dans P(H0(ΩS)
∗).
Proposition 2.9. A) L'enveloppe linéaire de la surfae T dans Pq−1 est l'espae
projetif P(V ∗) →֒ Pq−1 de dimension q − k − 1.
B) Si P(V ∗) 6= Pq−1, alors C vérie : C2 ≤ 0. Si de plus C2 = 0, alors un multiple
de C est une bre d'une bration de S dans une ourbe de genre b ≥ 1.
C) De plus, si C est une ourbe non-ample, alors b = k + 1.
D) Réiproquement, si C est non-ample et bre d'une bration de S dans une
ourbe de genre b ≥ 1, alors b = k + 1.
Cette proposition entraine qu'une ourbe non-ample C telle que C2 > 0 rée
une singularité sur l'image de l'appliation otangente pourvu que C2 > 0 (voir
également orollaire 2.12).
Soit i : C →֒ Z une ourbe sur une surfae lisse Z. On note ΩC le faiseau des
diérentielles de C. Pour démontrer la proposition, on utilisera prinipalement le
lemme suivant dû à Spurr ([22℄ Theorem 1) :
Lemme 2.10. Soit ω une 1-forme holomorphe telle que i∗ω = 0 ∈ H0(C,ΩC).
Alors la ourbe vérie : C2 ≤ 0. Si de plus C2 = 0, alors un multiple de C est la
bre d'une bration f : Z → B dans une ourbe B lisse de genre b ≥ 1.
Ce lemme a la onséquene direte suivante :
Lemme 2.11. Soit f : Z → B une bration dans une ourbe B et soit i : C →֒ Z
une ourbe telle que mC soit une bre de f (pour un ertain m > 0). Une 1-forme
holomorphe τ de Z est un élément de f∗H0(B,ΩB) si et seulement si la restrition
i∗τ ∈ H0(C,ΩC) est nulle.
Démonstration. (De la proposition 2.9). Posons Y = π−1(C) et j : Y →֒ P(TS) le
morphisme d'inlusion. Le morphisme ψ◦j : Y → Pq−1 est obtenu par le quotient :
Ho(ΩS)⊗OY → j
∗OP(TS)(1)→ 0
qui se fatorise omme suit :
Ho(ΩS)⊗OY → H
o(C,ΩS ⊗OC)⊗OY → (j ◦ π)
∗(ΩS ⊗OC)→ j
∗OP(TS)(1)→ 0.
L'image de la surfae Y par ψ est don ontenue et non-dégénérée dans P(V ∗) →֒
P
q−1
.
Si P(V ∗) est stritement ontenu dans Pq−1, alors il existe une 1-forme dont la
restrition à C est nulle. Par le lemme 2.10, on a alors : C2 ≤ 0 et de plus, si
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C2 = 0, alors C est une bre d'une bration f : S → B dans une ourbe de genre
b ≥ 1.
Considérons maintenant C →֒ S une ourbe non-ample. Supposons qu'un mul-
tiple mC de C soit la bre d'une bration f : S → B. Par le théorème 2.3, la
ourbe C est lisse, le bré normal est trivial et :
ΩS ⊗OC = OC ⊕OC(K)
où K est un diviseur anonique de S. On identie OC(K) ave le bré anonique de
C. Si mC = f∗p (où p est un point de B), le noyau K du morphisme de restrition :
Ho(ΩS)→ H
o(C,ΩS ⊗OC) = H
0(C,OC )⊕H
0(C,ΩC)
est l'image réiproque par f de l'hyperplan de H0(B,ΩB) formé des formes nulles
en p, ainsi b = k + 1. 
Soit C une ourbe non-ample de S. Soit T le ne image de π∗C par ψ. Si
l'image de l'appliation otangente est lisse au sommet t du ne T , alors les
droites passant par t sont ontenues dans l'espae projetif tangent à t. Ainsi la
surfae T est ontenue dans un sous-espae projetif de dimension 3 de Pq−1. Si
q ≥ 5, la proposition 2.9 et le théorème 2.3 impliquent le résultat suivant :
Corollaire 2.12. Sous les hypothèses préédentes, la ourbe C vérie l'une des
deux propriétés suivantes :
a) ou bien C2 < 0 et C est une ourbe elliptique,
b) ou bien C2 = 0 et un multiple de C est la bre d'une bration dans une ourbe
de genre b et q − 3 ≤ b ≤ q − 2.
Les ourbes de genre petit ont des onséquenes partiulières sur l'image de
l'appliation otangente :
Corollaire 2.13. Soit C →֒ S une ourbe lisse de genre 2. La ourbe C vérie :
C2 ≤ 0. Si C2 = 0, alors C est une ourbe non-ample et il existe un entier n tel
que nC soit la bre d'une bration f : S → B dans une ourbe de genre b = q− 3.
Si de plus n = 1, alors la bration est isotriviale à bres de genre 2.
Il existe alors une droite L →֒ Pq−1 et une ourbe D →֒ Pq−1 disjointes et telles
que l'image de l'appliation otangente soit balayée par les plans passant par un
point de D et ontenant L.
La dernière assertion est un as partiulier du orollaire 3.10 démontré plus loin.
Démonstration. NotonsK un diviseur anonique. La restrition à C du morphisme
de Gauss G : S → G(2, q) suivis du plongement de Plüker de G(2, q) est donné
par le bré OC(K). Puisque G est ni, on a KC ≥ 2 et si KC = 2, alors l'image
de C par G est une droite. Une droite de la grassmanienne orrespond à l'ensemble
des droites passant par un point et ontenues dans un plan de P
q−1
. Ainsi C est
non-ample.
L'espae H0(C,ΩS ⊗ OC) ≃ H
0(C,OC (K) ⊕ OC) est de dimension 3, la base de
la bration est don de genre q − 3.
Si n = 1, les bres lisses sont de genre 2, don non-amples, et la bration est
isotriviale. 
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3. Surfaes ontenant une infinité de ourbes non-amples.
3.1. Caratérisation de l'image de l'appliation otangente. Rappelons que
nous avons noté ∆ le lieu des points exeptionnels i.e. des points p de Pq−1 tels
que la bre ψ−1(p) soit de dimension 1. La dimension de ∆ est inférieure ou égale
à 1.
Supposons que le fermé ∆ ontienne une omposante irrédutible B de dimension
1. En e as son image inverse ψ−1(B) est de dimension 2. Soit S′ une omposante
irrédutible de dimension 2 de ψ−1(B) munie de la struture réduite. Notons π′ et
ψ′ les restritions à S′ du morphisme de projetion π et de l'appliation otangente :
S′
ψ′
→ B.
π′ ↓
S
Rappelons qu'une droite de P
q−1
est dite séante d'une ourbe X →֒ Pq−1 si elle
oupe X en au moins deux points. Si Y →֒ Pq−1 est une seonde ourbe, une droite
est dite séante de X et de Y si elle passe par X et Y .
Le théorème suivant aratérise les surfaes qui ontiennent une innité de
ourbes non-amples :
Théorème 3.1. Le morphisme π′ est surjetif. Si s est un point générique de S
alors la droite Ls oupe B en do ∈ {0, 1, 2} points où do est le degré de π
′
.
1) Si do = 1 et si B n'est pas une droite de P
q−1
, alors le morphisme π′ : S′ → S
est un isomorphisme. La surfae S possède une bration isotriviale.
Le lieu des points exeptionnels ∆ est formé de deux ourbes lisses irrédutibles
B = B1, B2 qui sont images de morphismes anoniques de deux ourbes.
L'image de l'appliation otangente est la variété des séantes de es ourbes et
l'image du morphisme de Gauss est la surfae B1 ×B2.
2) Si do = 2, alors l'image de l'appliation otangente est la variété des séantes
de B. Une ourbe non-ample C →֒ S vérie : C2 = deg G > 0 où deg G est le degré
du morphisme de Gauss.
L'image du morphisme de Gauss est birationnelle à B(2).
Commençons par le lemme suivant :
Lemme 3.2. Le morphisme π′ : S′ → S est surjetif.
Démonstration. Si S′ est un diviseur vertial pour la projetion π, alors la ourbe
B = ψ(S′) est une droite projetive et pour tout point s de D = π(S′), Ls = B.
La ourbe D est alors ontratée en un point par le morphisme de Gauss. Cela est
impossible ar G est ni (lemme 1.9).
Le morphisme π étant propre, le morphisme π′ est surjetif. 
Le degré do de π
′
est égal au nombre d'intersetion dans P(TS) de S
′
et de la
bre π−1s en un point générique s de S.
Lemme 3.3. Soit s un point de la surfae. La droite Ls oupe B et si s est
générique, alors Ls oupe la ourbe B en do points.
Démonstration. Par le lemme 3.2, la bre π−1(s) oupe S′ dans P(TS) don l'image
de π−1(s) par ψ oupe l'image de S′ par ψ, 'est-à-dire : Ls oupe B.
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L'appliation otangente est un plongement sur π−1(s). Cela implique que si l'in-
tersetion de π−1(s) et de S′ ontient do points distints, alors Ls oupe B en do
points distints. 
Démonstration de la partie 1) du théorème 3.1.
Supposons que le degré do de π
′ : S′ → S vaut 1.
Lemme 3.4. Si do = 1 et si B n'est pas une droite, alors le morphisme π
′ : S′ → S
est un isomorphisme et la bration de Stein assoiée à la bration ψ◦π′−1 : S → B
est isotriviale.
Démonstration. Puisque le degré do de π
′
est égal à 1, le morphisme π′ : S′ → S
est birationnel (f. [17℄ remarque 6.21). La surfae S est normale. Le théorème
prinipal de Zariski montre que si l'appliation rationnelle π′−1 n'est pas dénie
en un point so de S, alors l'image inverse π
′−1so est une ourbe de S
′ →֒ P(TS).
En e as, la bre π−1so est ontenue dans S
′
. Puisque l'appliation otangente est
un plongement sur π−1so, on en déduit alors que B = ψ
′(S′) est égal à Lso . Mais
le as 1) suppose que B n'est pas une droite de Pq−1.
Il existe don un morphisme réiproque t : S → S′ à π′. Les omposantes lisses
irrédutibles d'une bre de ψ◦t : S → B sont des ourbes non-amples. Le orollaire
2.8 permet onlure que la surfae S admet une bration isotriviale. 
Il nous reste à aratériser l'image de l'appliation otangente. Supposons que
la ourbe B ne soit pas une droite et que le degré de π′ : S′ → S soit égal à 1,
alors :
Proposition 3.5. Le fermé ∆ est formé de deux ourbes lisses irrédutibles C ′1, C
′
2
qui sont images de morphismes anoniques de ourbes.
L'image de ψ est la réunion des droites séantes des ourbes C ′1 et C
′
2.
Pour montrer ette proposition, nous allons nous ramener à supposer que S est
un produit de deux ourbes.
Soit S une surfae vériant les hypothèses de la proposition 3.5. Le lemme 3.4
montre que S est isotriviale. Il existe en e as un morphisme à bres onnexes
f : S → C ′2 dont les bres lisses sont isomorphes entre elles, notons C1 une telle
bre, alors :
Lemme 3.6. Il existe une ourbe lisse C2 et un groupe G agissant algébriquement
sur C1 et C2 tels que :
i) La surfae S est birationnelle au quotient (C1 × C2)/G.
ii) La ourbe C ′2 est isomorphe à C2/G.
iii ) Le diagramme suivant ommute :
S − → (C1 × C2)/G
↓ ↓
C ′2 ≃ C2/G.
Ii le groupe G agit sur C1×C2 omposante par omposante (i.e. γ.(a, b) = (γa, γb))
et la èhe vertiale de droite est la projetion naturelle.
Démonstration. Voir [20℄. 
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Soit S une surfae vériant l'hypothèse de la proposition 3.5 et :
C1, C2, G,C
′
2
possédant les propriétés du lemme 3.6.
Puisque la surfae S ne ontient pas de ourbes rationelles, la surfae (C1×C2)/G
est lisse et égale à S.
La surfae isotriviale (C1 × C2)/G admet deux brations g : S → C
′
1 := C1/G et
f : S → C ′2, notons τ : S → C
′
1 × C
′
2 le morphisme τ = (g, f). Le lemme suivant
est la proposition 2.2 de [20℄ :
Lemme 3.7. L'espae des setions globales du bré otangent est :
Ho(ΩS) = τ
∗(Ho(C ′1,ΩC′
1
)⊕Ho(C ′2,ΩC′
2
)).
Les surfaes S et C ′1 × C
′
2 ont la même irrégularité. Par la remarque 1.19, on
obtient :
Corollaire 3.8. Par l'identiation Ho(S,ΩS) ≃ H
o(C ′1×C
′
2,ΩC′1×C′2), les appli-
ations otangentes de S et du produit C ′1 × C
′
2 ont la même image.
Pour terminer la démonstration de la proposition 3.5, il nous reste à omprendre
quelle est l'image de l'appliation otangente d'une surfae isotriviale S = C1 ×
C2/G quand G = {1} est le groupe trivial. Puisque S est de type général, es deux
ourbes sont de genres respetifs g1, g2 supérieurs ou égaux à 2. le lemme suivant
est lassique :
Lemme 3.9. Soit C1, C2 deux ourbes de genre g1 > 1 et g2 > 1. La surfae
C1 × C2 vérie l'hypothèse 0.3 et ses nombres de Chern vérient :
c21[S] = 8(g1 − 1)(g2 − 1)
c2[S] = 4(g1 − 1)(g2 − 1)
Soit don S = C1 × C2 ave C1, C2 de genre g1 > 1 et g2 > 1. Notons πi : S →
Ci, i ∈ {1, 2} les projetions respetives. Le bré otangent vérie :
ΩS = π
∗
1ΩC1 ⊕ π
∗
2ΩC2 ,
et l'espae des setions globales Ho(ΩS) s'identie à H
o(C,ΩC1) ⊕ H
o(C2,ΩC2).
La surfae S = C1 × C2 est d'irrégularité g1 + g2 > 3.
Pour i ∈ {1, 2}, notons φi : Ci → P
g1+g2−1
le omposé du morphisme anonique :
Ci → P(H
o(Ci,ΩCi)
∗)
ave le plongement naturel :
P(Ho(Ci,ΩCi)
∗) →֒ P(Ho(C1,ΩC1)
∗ ⊕Ho(C2,ΩC2)
∗) = Pg1+g2−1.
Notons de plus C ′i l'image du morphisme φi. La proposition suivante aratérise
l'image de l'appliation otangente de S et est une onséquene direte de la dé-
nition du morphisme de Gauss 1.7 :
Proposition 3.10. Soit s = (p1, p2) un point de la surfae S = C1 × C2. La
droite Ls passe par les points φ1(p1) et φ2(p2) ; les ourbes lisses C
′
1 et C
′
2 forment
l'ensemble des points exeptionnels.
La première partie du théorème 3.5 est don démontrée.
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Démonstration de la partie 2) du théorème 3.1.
Supposons maintenant que le degré do du morphisme π
′ : S′ → S soit supérieur
ou égal à 2.
Soit s un point générique de S. Par le lemme 3.3, la droite Ls passe par do > 1
points de B et il y a trois possibilités :
i) Il existe un point b1 de B telle que la droite générique Ls passe par b1.
ii) Il existe des points b1, 6= b2 de B telle que la droite Ls passe par bo, b1.
iii) L'intersetion de Ls et de B se fait en deux points variables de B.
Le as i) est exlu ar alors ψ aurait une bre de dimension 2 en b1, e qui ontre-
dirait le lemme 1.11. Le as ii) est exlu ar l'image de l'appliation otangente
serait alors une droite.
Cei montre que l'image de ψ est la variété développée par les séantes de B.
Puisque l'image de ψ est non-dégénérée, la ourbe B est non-dégénérée dans Pq−1.
Les bres de π′ sont don nies ar si S′ ontenait une bre π−1so, alors B serait
une droite et l'image de l'appliation otangente serait ette droite.
Soient b, b′ deux points génériques de B. La ourbe Cb = π(ψ
−1(b)) est une ourbe
non-ample et C2b = CbCb′ . Une séante de B générique est repérée de manière
unique par les deux points b, b′ de l'intersetion de L et B, et le ardinal des
droites Ls telles que Ls = L est égal à degG (voir les diagrammes du paragraphe
1.3.1), ainsi : C2b = degG > 0.
Cei termine la démonstration du théorème 3.1 ✷.
3.2. Compléments au as d'une surfae produit de deux ourbes. Soit
C1, C2 deux ourbes de genres respetifs g1, g2 supérieur ou égaux à 2 et soit
n ∈ {0, 1, 2} le nombre de ourbes hyperelliptiques parmis C1, C2.
Proposition 3.11. La surfae S = C1 × C2 vérie l'hypothèse 0.3. Le degré de
l'image F de l'appliation otangente de la surfae C1 ×C2 est :
22−n(g1 − 1)(g2 − 1).
et le degré de l'appliation otangente et du morphisme de Gauss est 2n.
Démonstration. On reprend les notations de la démonstration du théorème 3.1.
Soit i ∈ {1, 2}, notons ki le degré de C
′
i →֒ P
q−1
. Si la ourbe Ci est hyperelliptique
alors ki = gi − 1, sinon ki = 2(gi − 1).
Soit (ω1, ω2) ∈ H
o(C1,ΩC1)×H
o(C2,ΩC2) deux formes génériques. L'intersetion
de F ave l'hyperplan H1 = {ω1 = 0} est une surfae formée des k1 nes reliant
k1 points de C
′
1 aux points de C
′
2.
L'intersetion de H1F ave l'hyperplan H2 = {ω2 = 0} est formée des droites
reliant k1 points de C1 à k2 points de C2 et est de degré k1k2. Ainsi degF = k1k2.
Pour le degré de l'appliation otangente, on utilise la proposition 1.15. 
3.3. Exemple du produit symétrique. Soit C une ourbe de genre g > 3.
L'involution τ : (P1, P2)→ (P2, P1) agit sur la surfae C ×C. On notera S = C
(2)
la surfae quotient et
η : C × C → C(2)
(P1, P2) → P1 + P2
le morphisme quotient. Il existe un isomorphisme naturel :
Ho(C,ΩC)→ H
o(S,ΩS)
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appelé morphisme trae [10℄ qui permet d'identier les deux espaes Ho(ΩS) et
Ho(C,ΩC). Puisque la ourbe C n'est pas hyperelliptique, le morphisme ano-
nique :
φ : C → Pg−1 = P(Ho(ΩS)
∗)
est un plongement.
Proposition 3.12. Soit C une ourbe non-hyperelliptique de genre g > 3.
La surfae S = C(2) vérie l'hypothèse 0.3.
Pour tout point P de C, la ourbe P + C →֒ C(2) est une ourbe non-ample et
vérie (P + C)2 = 1.
L'image de l'appliation otangente est la variété des séantes de C →֒ P(Ho(C,ΩC)
∗) =
P(Ho(ΩS)
∗) et la ourbe C →֒ Pg−1 est le lieu des points exeptionnels.
Si g ≥ 5, on a :
degψ = 1, degF = 2(g − 1)(g − 3),
où degψ est le degré de l'appliation otangente et degF elui de son image. Si
g = 4, alors degψ = 6.
Rappelons que pour un point s de S, nous avons noté Ls l'image par l'appliation
ψ de π−1(s). Pour un point s de S, on note Is l'idéal de dénition de s. Pour un
diviseur D de C, on note ΩC(D) le bré ΩC ⊗OC(D).
Lemme 3.13. Supposons que C soit non-hyperelliptique de genre supérieur ou égal
à 4.
a) Le morphisme naturel ϑ : C(2) → J(C) est un morphisme d'Albanese et un
plongement. Le bré otangent ΩS est engendré par ses setions globales.
b) Les invariants numériques de S = C(2) sont :
c21[S] = (g − 1)(4g − 9), c2[S] = (g − 1)(2g − 3), q = g.
) Soit s = P1 + P2 un point de S, l'image par l'isomorphisme trae de l'espae
Ho(C,ΩC(−P1 − P2)) est H
o(S,IsΩS).
d) Soit s = P1+P2 ∈ C
(2)
ave P1 6= P2. La droite Ls est la droite passant par les
points φ(P1) et φ(P2).
Démonstration. Le point a) utilise le fait que C n'est pas hyperelliptique et l'ap-
pendie [18℄. Le point b) est lassique. Le point ) résulte de [10℄. Par le orollaire
1.8, le point d) est une autre formulation de ). 
Le degré de la variété des séantes à une ourbe lisse de genre g et de degré d
dans un espae projetif de dimension ≥ 4 est égal a
−g + (d− 1)(d − 2)/2
don le degré de l'image de ψ est 2(g − 1)(g − 3) si g ≥ 5. Par la proposition 1.15,
on a degψ degF = 2(g − 1)(g − 3) don degψ = 1.
Soit P ∈ C, pour tout élément s de P +C, la droite Ls (orrespondant au point
G(s)) passe par φ(P ). Le point φ(P ) est don sommet d'un ne et P +C est une
ourbe non-ample. On vérie que (P + C)2 = 1.
La proposition 3.12 est don démontrée.
Les revêtements étales de surfaes isogènes à un produit donnent des exemples
diérents de surfaes possédant une innité de ourbes non-amples telles que C2 >
0.
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